Folgen
monoton steigend: Vn € N: a,41 > a,
monoton fallend: Vn € N: a,11 < ay
Supremum: kleinste obere Schranke
Infimum: gréfite untere Schranke
Konvergenz
e - Kriterium: Ve > 03 ng e NVn >ng : |a, —a| <e
Cauchy-Krit.: Ve > 03 ng e NVm >n >ng : |am—an| <€
an konvergiert gegen x: lim a, = x

T—00
punktweise Konvergenz gegen f(x)
Ve € DVe > 03 ng e NVn >mng: |fo(z) — f(z)] <€
gleichmiflige Konvergenz gegen f(z)
Ve>03no e NVn>noVe € D : |fp(z) — f(z)| <€
Teilfolge: (an, )ren Teilfolge von (ap)nen
Nullfolge: Folge die gegen 0 konvergiert
Hiufungspunkt: ¢« HP, wenn eine Teilfolge einer Folge
gegen a konvergiert (best. divergiert, falls a = +00)
In jedem e-Kreis um a oo Folgenglieder — a ist HP
Satz von Bolzano-Weierstraf3
Jede komplexe/reelle Folge hat > 1 HP
Rechenregeln
konv. Folgen a, und b,, jedes b, # 0
lim (ay, + b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—o0

. . . . lim ap
lim (a, - b,) = lim a, - lim b, lim = = "Zey
n—00 Nn—00 Nn—00 n—oo ’n i On

an, Nullfolge, b, beschrinkte Folge: ILm ap - by =0
Limes Superior: Grofiter HéiufungspunTlL{t,o?alls existent
Limes Inferior: Kleinster Hiufungspunkt, falls existent
Vergleichskriterium

an, ¢ konvergent, reell mit lim a, = lim ¢, =
.nﬁoo n—o0
Wenn a, <b, < c¢,, dann lim b, = b

n—oo

Taylor mit Entwicklungspunkt z,
Anwendung: Approx. einer Funktion um einen Punkt x,.
Lineare Approximation:

f@) ~ f(z.) + f'(@:) (@ — )
Tangentengleichung
Allgemein:
_ ~ f®(z.) k Fr(E) n+1
_Z o (x—x)" + CE] (x — xs)
T;(,:B) Rn,z«(x)

mit £ zwischen x und .

Reihen

Konvergenz
n

e-Kriterium: Ve >0 3ng e NVn >ng:ja— > ax| <e

k=1
Cauchy-Kriterium
m
Ve>03dng e NYm>n>ng:| > apl<e
k=n+1

‘Wurzelkriterium: a,, > 0¥n € N!

limsup {/|ay,| {

Quotientenkriterium
<1 = absolute Konvergenz
>1 = Divergenz

<1 = absolute Konvergenz
>1 = Divergenz

An+1
an

lim
n—oo

Leibniz-Kriterium: ay > 0,a; > ag41,limag =0

=Y (-
k=0

1)*ay, konvergent!

o
Majoranten-Kriterium: |ay| < bg, > by konvergent
k=1

o0
= > aj konvergent
k=1

[o¢]
Minoranten-Kriterium: ) ay reel, a > by > 0

~ ~ k=1
> by divergent = > ay divergent
k=1 k=1
o0
Potenzreihen: Y aj(z — x0)*
k=0

Konvergenzradius: R = m
gerade Funktion: f(z) = f(—x)

ungerade Funktion: f(z) = —f(—x)
Cauchy-Produkt: a;, by absolut konvergent
= Produkt konvergent

(£ ) (£ 0= 5 (3 abos)

k=0 n=0 \k=0

Differenzierbarkeit
Summenregel: (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(z)
Produktregel: (f - g)'(z) = f'(z)g(z) + f(2)g' ()
/ /

Bruch: (%) (z) = f'(z )9(9;)1)2(96)9 (z)
Kettenregel: (fog) (z) = f'(y)- ¢ (x) = f'(9(x)) - ¢/ (z)
Differenzieren der Umkehrfunktion:

Ay 1 1
U)W = 7 = 7wy
Mittelwertsatz: f stetig und auf (a,b) diffbar, dann

existiert ein ¢ € (a,b) mit f/(¢) = L&=f(@)

Regel von I"Hospital: hm flz) = ILm g(x) = 0 oder
lim f(z) = lim g(z) = oo, dann

N—Tx N—Lx

lim £& = 1im f,(x)

N—Tx ) n—xs 9 (z)

Partielle Integration

[ f(z)d (z)dx = — [ (=)
Substltutlonsregel

[ f(g())g' (x)dx = [ f(y)dy + ¢
Anschl. Riicksubstitution: y = g(x) (Merkhilfe: % =4'(x))
Riemann-Integral

Obersumme: S = Z(azz —wi1) - infoep, | o f(T)

Untersumme: S = Z( — Ti—1)  SUPge[p, 1,2, [ (T)

— Flachemnhalt A S<A<S
Def.: )dx = 1 S(Z)= lim S(Z
© fa J(@)de = |ZI|IEO*( ) |Zl|ri>lo (2)

Partialbruchzerlegung
1. Abspalten des ganzen Teils (Polynomdivision)
2. Nullstellen des Nenners bestimmen (auch komplex)
] i bijztcij
3. damit: f( ) zZl ]Z (xamj + Zzl ]Zl %
mit: r;/s; Vielfachheit reeller/imaginérer Nullstelle
k/l Anzahl reeller /imaginérer Nullstellen
4. Berechnen der Koeffizienten
(Hauptnenner durchmulti., Koeffizientenvergleich)

Newton-Verfahren: z,,1 = x, — f,((x))
Fehler: e,,4+1 = 2;,((52)6721




Analysis im R"

Wichtige Grenzwerte

Folgen oo ,a>0
Summennorm:||Z||; = |z1] + |z2| + ...|2x| nhi& n*=¢1 ,a=0
Euklidische Norm:||Z||2 = (|z1]? + ... + |2,|?)°® 0 ,a<0
Maximumnorm:||Z||ec = max(|z1], ..., |Tn]) nlglgo Yn=1
Stetigkeit lim Vn! = oo
e-6-Kriterium: f: D - W; D CV ”ﬁoosin(x)
Vo - lv), (W, | - |lw) normierte R-Vektorrdume ilgb =1
Ve > 035 > 0 € D [lo—aully <6 = [[7() ~ fllw < ||l (14 2)" = e
Folgenkriterium: lim f(@,) = f(Zs) wenn lirn Ty = Ty "FOO (14 L )n 1
im )" = e
Partielle Ableltung 8f (Ty) = }1L1r% 1@ he;L) z) oo "
B
o1 f (%) Wichtige Definitionen
Gradient: V(%) sinh(z) = 5(e” —e™")
cosh(z) = 3(e” +e7%)
. S g2kl
alalf 0.0,/ (3) sin(e) = 2 (=1 Grpa
Hesse-Matrix: Hf = o0 B
- cos(z) = -1)r. £
. . aaalanﬂxg e 0 1(@) 0= 50 G
t c 0:0; 7 — -0 00
atz von Schwarz: 9,0, f (%) = 9,0, f (%) exp()zzﬁ
k=0
2sin(x) cos(a;) = sin(2z)
Wichtige Ableitungen und Integrale sin?(z) + cos?(x) = 1
o0 o o
1 1 k. 1 T z®
e= = e —1)F. = et = 2o
f f ! [ fdz | poy: e= 2Dy PR
a® a®-lna fT In|f]| e = cos(x) + isin(z)
x® l‘xl(l‘Flnx) tan —1n|cosgj| ln%:—lnx Inzy =y -Inzx
tanx 00_52150 cos? ax z z 4 sm(2ax) : : :
c.ot iL‘l Sin21 - In rlne— o Wichtige Reihen .
s xr A sin? az z_ sin(2az) Geometrische Reihe: s, = Y ¢* = N
_1 — , 4a Ton k—Oq 1—q
ST iz f'(@)f(z) 0 5(f ()] 1 T
tan~lz L, lim s, =< 1= lal <
1 s n—soo 00 lg| > 1
cot™ 'z 22 f(a:)a: —f(—=z) 14| 2 .
sinhz  coshx = [ f(z)dz =0 Harmonische Reihe: H,, = ) %
coshz sinh x e i B — k=1
tanh COS}II - f(z) = f(—x) noseo T
— a a n
cothz finh?z = [ f(x)dz =2 [ f(z)dz Allg. harmonische Reihe: S = )’ k%
Inz = = 0 —
v ¢ Divergiert fiir o < 1, konvergiert fiir v > 1
X 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
s s s s 3T
sin(x) [0 |5 | 5vV2]5v3]1 [0 | -1 |0
cos(x) |1 | 5vV3|5vV2| 3 0 |-1 |0 1
tan(x) | O %\/g 1 V3 | pst |0 pst 0

(a) sin(x) (b) cos(x)

(d) exp(x) (e) sinh(x) (f) cosh(x)




