GLoLoP - Zusammenfassung

1 Awussagenlogik

1.1 Begriffe

Menge von Formeln ®
Formel ¥,

Erfiillbarkeit Beispiel: A — —A
Jk: kK E ® & @ erfiillbar
Es gibt eine Wahrheitsbelegung die & erfiillt.

Unerfiillbarkeit Beispiel: AN—-A
VK : k E & + ® unerfiillbar
Es gibt keine Wahrheitsbelegung die & erfiillt.

Giiltigkeit Beispiel: AV -A
DEY Ve :kEY

Jede Wahrheitsbelegung erfiillt 1. Auch Tautologie genannt.

Notation: F

logische Konsequenz Beispiel: {A — B, A} £ B
1) logische Konsequenz von ®, wenn « F ®, dann auch x F ¢
Notation: ® F ¢

logische Aquivalenz

1 und ¢ logisch Aquivalent, wenn ihre Wahrheitstafeln iiber At(¢)U At(¢)) identisch sind.
Fy&op

Die logische Aquivalenz ist also strenger als die logische Konsequenz und damit eine Teil-
menge der letzteren.

Notation: ¥ = ¢

Sammlung logischer Aquivalenzen

e =9

(pAY) = —pV- (De-Morgan)
—(pVY) = —pA— (De-Morgan)
eAN(WVY) = (pAY)V(eAX) (Distributiv)
eVWAx) = (eVY)A(eVX) (Distributiv)
(AV)AXY = AW AYX) (Assoziativ)
(pVY)Vx = oV (®Vy) (Assoziativ)
XAT = x (neutr. Element)
xVL,l = x (neutr. Element)
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1.2 Negationsnormalform NNF

Negationen kommen in einer NNF nur direkt vor Atomen vor, nicht vor Formeln.
1 NNF von ¢ < ¢ in NNF und 9y = ¢.

Berechnung;:

NNF(A)=A

NNF(-A) = —|A

NNF(-—A) =

NNF (¢ A p) = NNF(w) ANNF(¢)

NNF(¢ V ¢) = NNF(¢)) V NNF ()

NNF(~(4 A ¢)) = NNF(~3)) v NNF ()
(~(t) V ¢)) = NNF(~%) A NNF(~)

@@

NNF

1.3 Konjunktive Normalform CNF

Konjunktion von Disjunktionen (’Verundung von Veroderungen’).

Definition:
Literale L:=A]-A

Klauseln D:=_1|L|LVD
CNFs Cu=T|D|DAC
C CNF von ¢ < C' = ¢ und C in CNF.
Berechnung, wenn ¢ in NNF:
CNF(p A1) = CNF(¢) A CNF(¢))
CNF(L)=L '
CNF(p V) = A~ Ay (D V )

1.4 Resolution (CNF)

DU {A} Dy U {—\A}
Dy U Dy

Anwendung:

1. Falls § € C: C nicht erfiillbar !
2. Suche D; U {A}, Do U{=A}, D1 U Dy ¢ C. Falls nicht vorhanden: C erfillbar !

3. C + CU{D;y U Dy}, weiter bei Schritt 1
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2 Prolog

2.1 Definitionen

Eine Klausel ist definit, wenn sie genau ein positives Literal enthélt.
Man unterscheidet Regeln (n > 0) und Fakten (n = 0).

Ein Programm ist eine endliche Menge solcher definiten Klauseln.
Schreibweise: {AO, —|A1, —|A2, ceey _‘An} = Ay + Al, AQ, ceny Ay

Fine Klausel ist eine Zielklausel, wenn sie kein positives Literal enthélt.

Eine Anfrage ist eine solche Zielklausel.
Schreibweise: {—A1,—Ag, ..., 7 A} = Ay, Ag, ..., Ay

Man spricht in beiden Fillen von Hornklauseln.

Ein Atom heit ground, wenn es keine Variablen enthilt.
Dies erreicht man durch simultanes Ersetzen aller X in D durch o(X). Die so entstehende
Klausel Do nennt man ground instance.

2.2 Unifikation

Unter Unifikation versteht man das strukturelle gleichmachen zweier Terme.

Hierzu verwendet man das Konzept des Substituierens:

Eine Substitution o ist eine Abbildung, die jeder Variable X einen Term o(X) zuordnet.
Hinweis: Man spricht bei der leeren Substitution [] von Identitét.

Eine Substitution o ist ein Unifikator von E = D, wenn Fo = Do.
Ein Unifikator o ist ein most general unifyer (mgu), wenn Vo' € Unif(S) : 37 : o7 = o'.
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3 Logik 1. Stufe

Term E
pu=FE=D|P(E1, . .E,) | ~p|piNpa | VX.p

VX.p Fiir alle X gilt ¢’
dX. "Es existiert ein X, so dass ¢’
3X.p = -VX.—¢ ’Abbildung des Existenzquantors durch V’

3.1 Begriffe

Signatur X
Menge aller vorkommender Symbole.

Herbrand-Universum Us.
Menge aller Terme, die ohne Variablen gebildet werden kénnen.
Us ={FE | E Term iiber X, FV(E) = 0}

Herbrand-Basis By
Menge aller Terme, die durch Anwendung aller Priadikate gebildet werden kénnen.
By, = {p | ¢ atomare Formel iiber X, FV(X) = ()}

Beispiel:

_J odd(s(0))
P= { odd(s(s(X)))  odd(X)

¥ ={s,0,0dd}
Us, = {0, 5(0), s(s(0))...}
By, = {0dd(0), odd(s(0)), odd(s(s(0)))...}

Definition X-Modell 97t

e Menge M ("Universum’)

e Interpretation fiir n-stellige Funktionen f/n € ¥ gegeben durch 9t : M[f]: M™ —
M

e Belegungstupel M[P]C M™ fiir n-stellige Priadikate P/n € X.

Eine Formel wird Satz genannt, wenn alle Variablen gebunden sind.

Seien X1, ..., X, die freien Variablen von ¢, so ist der universelle Abschluss von ¢:
VX1, ..., VX5 0.

In Worten: "Alle moglichen Variablen einsetzen’.
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4 Fitch
4.1 Regeln
Not-Introduction Or-Introduction
A And-Introduction
o ive VI ATB g
L B (v 12) AANB
oA AV B
OrAElir]rgl- And-Elim.
Not-Elim. AANB. (AE1)
—— A . AVB A
—— (0 E) : (VE)
A C|c ANB (AE2)
C B
Implication-Intro. Forall-Introduction
A Exists-Introduction
P|c/X :
(1) 2l 5y (2
B - Plc/X]
A - B vV X.0
Exists-Elim.
Implication-Elim. Clc/X] Forall-Elim.
A—-B A : vV x:®
—5 &P I T
Y
VX p(X)
Bottom-Introduction Bottom-Elim. IX = p(X)
- il
— (L1 ————— (L E)
T beliebig -3X p(X)
VX - p(X)

4.2 Strategien

1. und: Vv I auf eine der beiden Aussagen anwenden.
2. oder: Beide Aussagen in einem Unterbeweis annehmen.
3. Implikation: Lokale Annahme der Voraussetzung.

4. wenns garnicht weitergeht: Gegenteil von zu Zeigendem annehmen und zum
Widerspruch fiihren.
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4.3 Beispiele
- (AANB)zu-AV-B

~A V- B zu - (A A B) L ~(AAB)
2| | ~(=AVv-B) LA.
1] -AVv—B
3| [T=A LA.
2 [T-A LA. o4
4| |[[SAV-B VI 3
3| [TAAB LA
| AAD 5101 1 24
4] [[A AE 3
6] |- A -1 35
51011 I 24 NN b
6p1~@nB) 135 8| [|-B LA.
7| | -B LA, 91 1| ~AV-B v T
0] |] 1L 1 29
8| [TAAB LA.
| AAD 1| | -8B 1810
9| |[B AE 8
12| | B E 11
0] |] L 79
13| [AAB Al 7,12
11| |=AAB) I 810 ol s
12 |- (A AB) VE 16,11 5T CAv-E) o1 2
16 | —A v—B “E 15
1] (A= B)A (B = A) g i
2 [TA LA.
2| A—B AE 1 —
3|1 12
3B - A AE 1
4] | B LE 3
4 A LA.
5| AoB o1 24
51 (B SE 24
6| |B LA.
6| | -A SE 35 ; n X
; AL LII i’g 8| B—»-A -1 6-7
’ 9| (A-B)A(B—-A) Al 58
-AVvVvBzuA—B
A—>Bzu-AVB L[ ~AVE
AREY LA.
1lA—B
3| [TA LA.
2 [TA LA. A
A 4] [T i 23
3 B —E 1.2
al|-AvB VI 3 5| |IB LB
B 6| | A=B —=I 35
511 -A LA.
6| [SAvVB VI 5 ; B R }'i'
TIAV-A // Beweisen ! — o
8| A VB o1 B 7
10| [A=B —I 89
11| A—B
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=V.p(X) zu IX.—p(X)

1| —vX. p(X)
21 | ~3X~p(X) LA. IX.-p(X) zu ~VX.p(X)
3 ] LA.
| G A 1| 3IX.~p(X)
—|p C Ve W 3
5 TX %) a4 2 p(c) LA.
3| [TvXpX) LA.
6 1 11 25 | vADA)
7 -1 46 RIS ks
9 T)p@ B - 5 I 1T 24
pie = 6| | -vX.p(X) -1 35
9| | VX.p(X) VI 4-8 p
ol |y 1 1is 7 | =vX.p(X) 3E 1,26
11 | ~=3X.~p(X) -1 2-10
12 | 3X.~p(X) -E 11
1] —=(Av=A)
2 TA LA.
3| [AV=A VI 2
40 |L 113
5| - A -1 24
6| AVv-A VI 5
7| L 11 16
8 ~—(AV-A) -l 17
9 (AV-A) -E 8



